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Fir f € K[V] := S(V*) und K[V] = Q[x,y]

v € G definiere v - f € K[V] (=h) - x = —x

durch » (—I2) Ly =-—y
(v-)v):=f(v"-v), (—h) - (x+y)= -x—y

fir alle v € V.

Ein Polynom f € K[V] heiBit (—h) - x* = x?
invariant, wenn ~y - f = f fiir (—h) - (xy) = xy
alle v € G.

Der Invariantenring von G ist
K[V]® := {f € K[V] invariant} .



Fir f € K[V] := S(V*) und K[V] = Q[x,y]

v € G definiere v - f € K[V] (=h) - x = —x

durch : (—I2) Ly =-—y
(v-)v):=f(v"-v), (—h) - (x+y)= -x—y

fir alle v € V.

Ein Polynom f € K[V] heiBt (—h)-x?=x?
inVariant, wenn 7y - f — f fur (_I2) . (Xy = Xy
alle vy € G.

Der Invariantenring von G ist Q[V]® = {f =3, f | f: homogen,
K[V]® := {f € K[V] invariant} . deg f; gerade}
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. Endlichkeitssatz -

Hilberts Endlichkeitssatz (1890)
Der Invariantenring K[V]C ist eine endlich erzeugte K-Algebra.

Sn

Die Gruppe S, operiert auf V := K" durch Permutation der
Variablen. Entsprechend ist K[V]*" erzeugt von den
elementarsymmetrischen Polynomen

fk = Z Xiy Xiy =+ Xip s 1§k§n.

<y <<l

Problem
Finde Erzeuger von K[V]C als K-Algebra.
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. Hilbert Reihen -

Moliens Formel
Im Fall char K = 0 gilt

H(K[V]®, t) = %%m :
G = (—h)
H@QIVI® ¢ )_%(1 : 2 +%(1-:t)2
—li_o: dt?~ 1+%§0d(—t)d_1: i (d+1)td
d Gerade



Ein erster Algorithmus
Nicht zuhause nachmachen!

Algorithmus

1. §:= @
while H(K[S],t) # H(K[V]®,t) do
3: Finde den minimalen Grad d, in dem sich H(K|[S],t) und
H(K[V]®,t) unterscheiden.

Fiige homogene Invarianten von Grad d zu S hinzu.

end while
6: return S

N

AN



Ein erster Algorithmus
Nicht zuhause nachmachen!

Algorithmus

1. §:= @
while H(K[S],t) # H(K[V]®,t) do
3: Finde den minimalen Grad d, in dem sich H(K|[S],t) und
H(K[V]®,t) unterscheiden.

Fiige homogene Invarianten von Grad d zu S hinzu.

end while
6: return S

N

AN

Problem
Finde homogene Invarianten von gegebenem Grad d.
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Invariantensuche
Reynolds-Operator

Die Abbildung

Re : K[V] = K[V]C, fl—>‘G|Z’y f
yeG

ist der Reynolds-Operator von G.

Algorithmus

1. Wahle eine Basis hy, ..., hx € K[V]q.
2: return Rg(hy), ..., Re(hk), ein Erzeugendensystem fiir K[V]$

Erfordert allerdings die Operation jedes Gruppenelements.
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Reynolds-Operator fiir Fortgeschrittene

Fiir H< G und f € K[V]" se

Re/u(f): > oy-f.
[G H]
~eG/H
Gegeben sei eine Kette von Untergruppen

1=61<G < <G6Gnr1<Gyr=G.

Algorithmus

Wahle f € K[V]g4.

fori=1....m—1do
fi=Rq,, a(f) € KIVISH

end for

return f

AR

Erfordert lediglich Y7 1[Gi41 : Gi] Gruppenoperationen.
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Invariantensuche
Via linearer Algebra

Seien v1,...,7vm € G Erzeuger von G. Die lineare Abbildung
va: K[V]g = P K[Va, fro(mn-f—F,qm-f—F)
i=1
hat Kern K[V]S.

Algorithmus

1. Wihle eine Basis von K[V], (etwa alle Monome).
2: Schreibe ¢q4 als Matrix M in dieser Basis.
3: return ker M

Aber: dimy K[V]g = ("191).
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. Primarinvarianten -

Der Ring K[V]® hat eine Noether Normalisierung, d. h. es
existieren fi, ..., f, € K[V]® mit

a. die fi,..., f, sind algebraisch unabhangig und

b. K[V]C is ein endlich erzeugter Modul iiber K[f1,..., ],
die Primarinvarianten.
G = (—h)

Primérinvarianten von Q[V]¢ = Q[x?, xy, y?] sind x? und y?.

Allerdings nicht eindeutig: x* und y* sind ebenfalls
Primarinvarianten.

Problem
Finde Priméarinvarianten fi,..., f, mit d; ;== deg f; “optimal”,
insbesondere d - - - d,, minimal.
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. Primarinvarianten -

Nenne di,...,d, € Z>o “Primargrade”, wenn Primdrinvarianten
von diesem Grad existieren.

Algorithmische |dee

1: Finde Primargrade dy, ..., d,.
2: Wiahle zufillige f; € K[V]CC];.

Zu Schritt 2:

Kemper, 1999
Die Menge

{(f,....f) € KIVIG x - x K[V]§, | dim(f, ..., f,) = n}

ist eine Zariski offene Teilmenge von K[V]gl X - X K[V]i.
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. Primarinvarianten -

Wie entscheided man, ob di,...,d, € Z>¢ Priméargrade sind?

Notwendige Bedingungen

® |G| teilt das Produkt dj - - - d,.
* H(K[V]®,t) lasst sich als

f(t)
(1- tdl)---(l — tdn)

mit f(t) € Z>o[t] schreiben.
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G = ((12)(34), (14)(23))
Mit Moliens Formel gilt

H(Q(V)G’ t) = %(1 _1 t)4 + %(1 _3t2)2
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. Primarinvarianten -

G = ((12)(34), (14)(23))
Mit Moliens Formel gilt

11 13
G —
AW D =30 T aa— ey
?—t+1 1+18

1-021-2)2  1-n1-t2)
In der Tat findet man Primarinvarianten

A=x1+x2+x3+ x4, Hh=(a—x+x3—x)*,

fi=(x1—x2—x3+xa)?, fo=(x1+x2 — x3 — xq)?
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. Primarinvarianten -

Aber wie entscheided man jetzt wirklich, ob di,...,d, € Z>¢
Priméargrade sind?

Abstraktion zwecks Rekursion
Fiir eine graduierte Algebra A mit dim A = n seien
di,...,dx € Z>o Primdrgrade, wenn f; € Ay mit
dim(f, ..., fx) = k existieren.

Kemper, 1999

Die Zahlen di, ..., dx € Z>¢ sind Primargrade genau dann, wenn
fiir jede Teilmenge M C {1,..., k} gilt

dim(A/(igAd,» <n—|M|.

Erfordert allerdings 2% Grébner Basen!



. Primarinvarianten -

Algorithmus (Kemper, 1999)

Input: Graduierte Algebra A, dimA =n, di,...,d, € Z>1.
1. k:=0
2: for f; € Ag, \ {0} do
3: if k> 0 then

4: if do,...,dk sind keine Primargrade fiir A/(f1) then
continue

5: Sei R Ergebnis der Rekursion mit A/(f1) und da, ..., d,.

6: if R=10,...,f, then return fi,... f,

7: if R > k then

8: k=R+1

9: if di,. .., dk sind keine Primargrade fiir A then break

10: if k<1l and dimA > nthen k:=0 else k:=1

11: if n =0 and k = 1 then return leere Liste
12: return k
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. Sekundarinvarianten -

Erinnerung: Sind f1, ..., f, € K[V]® Primirinvarianten, so ist
K[V]® ein endlich erzeugter K|[f1, ..., f,]-Modul.

Erzeuger g1, ..., 8m € K[V]® von K[V]€ als K|[f1,.. ., f,]-Modul
heiBen Sekundarinvarianten.

G = (—h)

Fiir f = x?> und f, = y? sind g1 = 1 und g = xy

Sekundarinvarianten.

Also: Primirinvarianten und Sekundirinvarianten erzeugen K[V]¢
als K-Algebra.

Problem
Finde Sekundérinvarianten gi, ..., gm gegeben Primarinvarianten
fi,...,f, mit d; := degf;.
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. Sekundarinvarianten -

Nakayama

Homogene Polynome g, ..., gm € K[V]C¢ erzeugen genau dann
K[V]® als K[fi, ..., f]-Modul, wenn sie
K[V]¢/(f,...,f,)K[V]® als K-Vektorraum erzeugen.

Hochster—Eagon, 1971

Der Ring K[V]¢ ist Cohen-Macaulay.
Insbesondere ist K[V]€ frei als K[fi, ..., f,]-Modul.

Damit folgt schon

fiir ein freies Erzeugendensystem!
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. Sekundarinvarianten -

Nakayama + m=d; ---d,/|G|

Homogene Polynome g, ..., gm € K[V]C¢ erzeugen genau dann
K[V]® als K[fi, ..., f,]-Modul, wenn sie in
K[V]¢/(f,...,f,)K[V]® linear unabhingig sind.

Die Abbildung
KIV]® = K[V]/(f,....,f)K[V], f—=f+(A,..., f)K[V]
induziert eine Einbettung
K[VIC/(A, ..., f)K[V]® < K[V]/(A,...,t)K[V] .

Nakayama + m = d; - - - d,/| G| + Einbettung

Homogene Polynome gi,...,gm € K[V]® erzeugen genau dann
K[V]¢ als K|[f1, ..., f,]-Modul, wenn sie in
K[V]/(fi,..., ;) K[V] linear unabhdngig sind.
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2 m:= di---dn
C el
3 fori=1,...,mdo
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. Sekundarinvarianten -

Algorithmus
Input: Primdrinvarianten fi,...,f, mit d; := degf;
1. Berechne eine Grébnerbasis G von (fi,...,f;) C K[V].
2. m:= dl"éf’"
3 fori=1,...,mdo
4: Finde g; € K[V]®, sodass NF¢(g;) linear unabhingig von
den Polynomen NFg(g1),...,NFg(gi_1) ist.
5. end for
6: return g1,...,8m
Die Grébnerbasis G is schon aus der Berechnung von fi,..., f,
bekannt!
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. Sekundarinvarianten -

4: Finde g; € K[V]®, sodass ...

* Mit H(K[V]®,t) und di,...,d, sind auch die Grade
e; := deg g; der Sekundarinvarianten bekannt.

e Konstruiere Sekundarinvarianten von hohem Grad als
Produkte von solchen mit kleinem Grad.

® Wende R¢ nur auf Monome von Grad ¢; an, die nicht durch
ein Leitmonom in G teilbar sind.
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