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Wir “erinnern” uns...

Fiir G < SL,(C) endlich hat der Quotient C2/G eine
symplektische Auflsung.

Diese korrespondieren zu Dynkindiagrammen.

Lineare Quotienten
und Auflésungen

} <> {Graphen}



McKay-Korrespondenz

Kocher und ihre Darstellungen

Etwas GIT

Kochervarietaten






Definition
Ein Kocher Q besteht aus zwei endlichen Mengen | (“Knoten")
und E (“Kanten”) und zwei Abbildungen s, t: E — V.



Definition
Ein Kocher Q besteht aus zwei endlichen Mengen | (“Knoten")
und E (“Kanten”) und zwei Abbildungen s, t: E — V.

NP Q




Definition
Ein Kocher Q besteht aus zwei endlichen Mengen | (“Knoten")
und E (“Kanten”) und zwei Abbildungen s, t: E — V.

Definition
Eine Darstellung V eines Kéchers @ iiber einem Korper K

besteht aus einem Vektorraum V; fiir jedes i € | und einer
linearen Abbildung xe : Ve) = Vy(e) flir jedes e € E.

NP Q




Definition
Ein Kocher Q besteht aus zwei endlichen Mengen | (“Knoten")
und E (“Kanten”) und zwei Abbildungen s, t: E — V.

Definition
Eine Darstellung V eines Kéchers @ iiber einem Korper K

besteht aus einem Vektorraum V; fiir jedes i € | und einer
linearen Abbildung xe : Ve) = Vy(e) flir jedes e € E.

ViV, Y VQ
X1 X2




Definition
Ein Kocher Q besteht aus zwei endlichen Mengen | (“Knoten")
und E (“Kanten”) und zwei Abbildungen s, t: E — V.

Definition

Eine Darstellung V eines Kéchers 6 tiber einem Korper K
besteht aus einem Vektorraum V; fiir jedes i € | und einer
linearen Abbildung xe : Ve) = Vy(e) flir jedes e € E.

Definition

Ein Morphismus ¢ : V — W von Darstellungen V., W eines
Kochers 6 besteht aus linearen Abbildungen ¢; : V; — W;, die
mit den x. kommutieren.

ViV, Y VQ
X1 X2




Definition
Ein Kocher Q besteht aus zwei endlichen Mengen | (“Knoten")
und E (“Kanten”) und zwei Abbildungen s, t: E — V.

Definition

Eine Darstellung V eines Kéchers 6 tiber einem Korper K
besteht aus einem Vektorraum V; fiir jedes i € | und einer
linearen Abbildung xe : Ve) = Vy(e) flir jedes e € E.

Definition

Ein Morphismus ¢ : V — W von Darstellungen V., W eines
Kochers 6 besteht aus linearen Abbildungen ¢; : V; — W;, die
mit den x. kommutieren.*

ViV, Y VQ
X1 X2

* Auf eine prasize Definition wird zur Wahrung der Lesbarkeit verzichtet.
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Sei der Kécher Q@ mit Darstellung V' gegeben durch:
% Vo Vo

e — > e
X1 X2

Klassifiziere alle Darstellungen von Q:
Schreibe V4 = kerx; @ V/{ und V5 = ker xo & V4, also
V=nmS1)omS2)s V.

Der Raum V'’ korrespondiert zu Vektorraumen Vg, Vi, Vo mit
V1, Vo < V4. Damit ist V isomorph zu einer direkten Summe von:

K 0 0 0 0 K 0 K 0

e — >0 <+———o e— P> oo L — ]
S(1) S(2)

K K 0 0 K K K K K

e —> 0o <+———eo e—> oo e—> o <+——o
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. Raum der Darstellungen -

Sei V eine Darstellung des Kochers (5 und n; :=dimg V.
Dann korrespondiert V' zu einem Vektor in
R(Q, n) = P Homy (K™, K™) ,
ecE
dem Raum der Darstellungen von Q, wobei n := (ni)ier-
Auf R(@, n) operiert die Gruppe
GL(n) := [ GL(n;, K)

i€l
per Konjugation.

Satz

{ Isomorphismenklassen von

1:1 . =
Darstellungen von Dimension n} < {GL(n)-Bahnen in R(Q, n)} .
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Varietdt X operiert.

Der kategorielle Quotient von X und G ist die Abbildung
X — X//G := SpecC[X]®
induziert durch die Einbettung
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C[x, y]% = C[x] und der Quotient ist die
Projektion AZ — AL, (v,w) — v.
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Sei Q = Q und n = (n), n € Z>o.

Dann ist R(@, n) = End(C") und
R(Q, n)//GL(n) = Spec C[End(C™)]%(©) .
Ein klassisches Resultat der Invariantentheorie:

C[End(CM)]®(©) 2= C[A1,..., \]> 2 Clxy, . . ., X0

Also .
R(Q,n)//GL(n) = C".
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Wir alle kennen Spec: Einer “ausreichend netten” Algebra wird
eine affine Varietdt zugeordnet.

Jetzt projektiv: Fiir eine graduierte Algebra A = @dzo Ag sei

Proj A := {P € Spec A | P homogen, @Ad Z P} .
d>1

Beispiel: ProjC[xo, . .., xn| = P¢

Es gibt einen projektiven Morphismus Proj A — Spec Ag induziert
durch Ag C A.

Beispiel: P¢ = Proj C|xo, . .., Xn] = SpecC = {pt}
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Sei wieder G eine reduktive algebraische Gruppe, die auf der
affinen Varietdt X operiert, und sei x ein Charakter von G also ein
Morphismus x : G — C*.

Definiere
CIX]eX = {f € C[X] | f(g.x) = x(g)f(x) Vx € X,g € G},
die relativen Invarianten.

Dannist A:= P, C[X]®X" eine graduierte Algebra und wir
erhalten den “twisted GIT quotient”

X//xG = Proj @ C[X]*™" .

n>0

Wegen Ay = C[X]® ist X//, G projektiv iiber X//G.
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Sei G:=C*, X = A(’;’l und die Operation von G auf X gegeben
durch

(a0, ..., an) == (Nao,...,Aan)

fir A € G und (ag,...,an) € X. Sei x := idg.
Dann gilt

(C[X]G’Xk = {f € C[xo,...,Xn] | f homogen von Grad k} .

Also ist

@C[X]G’Xk = Clxo,- -, Xn]
k>0

mit der Standardgraduierung.

Damit gilt
AT )igo CF =PL.
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. Kochervarietaten -

Fiir einen Kocher Q sei @ der “gedoppelte” Kocher.t

Dann gilt o . .
R(Q,n) = R(Q,n) ® R(Q,n)" .

Es gibt eine sogenannte Impulsabbildung

pn: R(Q,n) — @g[(n;,@),z — Z[Ze,Zg] .

iel ecE
Wir nennen

Mo(n) := 115(0)//GL(n)

eine Kochervarietat.

T Auf eine irésize Definition wird zur Wahruni der Lesbarkeit verzichtet.
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SelQ—Qundn— (n), n € Z>o.
Dann ist Q = CQ und R(Q, n) = End(C") @ End(C").

AuBerdem
pn(0) = {(x,y) | x,y € End(C"), [x,y] =0} .

Kommutierende Matrizen kdnnen simultan diagonalisiert werden,
also ist

A= Clu (O™ = CPy, . Ap v, 1]

und
Mo = SpecA=C?"/S, .
NN TN 0 oo [
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Damit gilt

A=Clx,y]®C[s,1]<,
wobei C; operiert via s =& —s und t — —t.
Also
A= Clx,y, u,v, w]/(uv — w?)
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Sei jetzt n = 2, also
A= (C[Al? )\27 v, V2]52 )

wobei S, operiert via A1 <> A2 und vy <> 5.
Damit gilt
A= Clx,y] © Cls, %,
wobei C; operiert via s =& —s und t — —t.
Also
A= Clx,y,u,v,w]/(uv — w?)

und

Mo = C? x Spec Clu, v, w]/(uv — w?) .
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Jedes ¥ € Z! definiert einen Charakter yy von GL(n) durch

X0 : GL(n) » C*, g — Hdet(g,-)_ﬁ" .
iel

Damit erhalten wir die Kochervarietat

My(n) = 115" (0)//+,GL(n) .

Satz
Fiir gewisse (“n-generische”) ¥ € Z!, ist My(n) glatt.
Insbesondere ist My(n) eine symplektische Auflésung fiir Mo(n).
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